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NOTIONS MATHEMATIQUES 



Le But de cette partie est de fournir à l'étudiant une base nécessaire 
pour traiter les problèmes de la mécanique classique « Newtonienne ». 

I. Notions sur les vecteurs 

1. 1. Définition d'un vecteur 

Dans un repère cartésien <R(o,e*,iy,ix), un vecteur V est défini par 
trois caractéristiques, qui sont : 

sa direction 

son sens 

son module 

Exemple : 



V a pour direction la droite passant par 




son sens est défini de à M 



y son module est v| = v 



x z + y 2 + z 2 
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1. 2. Opérations sur les vecteurs 

I. 2. 1. Produit scalaire 



On définit le produit scalaire de deux vecteurs Vi et V? par 
ou bien, si on introduit l'angle 6 que font les vecteurs entre eux : 



Vi.V 2 = V, 



V; 



.cos6 




* Si V il Va => Vi.VtxQj 

* V..V 2 = V2.V1 (commutatif) 

*x(v,.V2)=(^v,).v 2 =Vi.(xv 2 ) 

I.2. 2. Produit vectoriel 

Le produit vectoriel de deux vecteurs Vi et V 2 est le vecteur V3 tel 
que : V 3 = V1 a V 2 , qui est défini par : 

sa direction, qui est perpendiculaire à Vi et V 2 

son sens, est tel que le trièdre (Vi p V2,V 3 ) est direct 



- son module : V 3 = 



V, 



Vz.sin 



in(\/i,V 2 ) 




Dans une base cartésienne orthonormée (ea.ey.ëi) : 



V 3 = V. A V 2 = 



— 


— 


— 




e, 


e» 


e t 




*i 


y, 


*1 




x 2 


y* 


z 2 





= (y,z 2 - z,y,)ë, - (x,z, - z.xjïfoy, - y,x 2 )i« 



- si V, etV 


sont colinéaires 


=> Vi 


= 


• V, aV 2 = 


-V 2 A V, 






• e, a e, = 


e» a e, =e»A e t 


= 





ft 



4^-» S 



4* 



* e« a e, = e x ; e,A6i = e«; e« aôi= e. 
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^...Volume du' 

parallélogramme 

V 2 i i 



I. 2. 3. Produit mixte 

Le produit mixte des vecteurs \A et V2 "3 

est le vecteur Va tel que : 

— - ■» 

v 1 |v 2 Ay3)=v 2 .(v 3 AV,)=v 3 .(viAV 2 ) 

I. 2. 4. Double produit vectoriel V1 

Par définition, le double produit vectoriel est comme suit ; 




F? 



V, a(v 2 a V a )=(Vi.V 3 ).V 2 -(V2.VaJ.V1 A *fp 



I. 2. 5. Dérivée d'un vecteur 



Soit un vecteur V dans un espace vectoriel de trois dimensions 
V = x(t)ëx+y(t)ë y + z(t)ëi 
Sa dérivée par rapport au temps est : 

dV dx(t)- dy(t)- dz(t)- ...de, m de, ..dix 

dt dt dt dt dt dt dt 



Si le repère est fixe par rapport au temps ; — - = -^ = -p- = , 

dt dt dt 



alors; dv = «i I+ M)i, + ^t) il 



dt dt 



dt 



dt 



- Si V est de module constant : V = Cte => 



V 



V 



V 



= Cte 



d'où : 



dV' 



dt 



_ d(v.v) 

dt 



= 2V^ = 6 
dt 



Propriétés : 

df/i.Va) r) dVa ri dVi 
• - i — ■ — < = Vt — +Va — 



dt 



dt 



dt 



dt 



' (p'-*r-t 







ibMv* 
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t d(aV, + bV 2 ) dV, dV 2 
dt dt + dt 

.dj^ = dV + -df(t) 
dt dt ' dt 

I. 2. 6. Moment d'un vecteur 

a) par rapport à un point : £(* 



- le moment d'un vecteur V(A) lié au point A par rapport à un autre point Q est . 






[m(Q)=QAaV 






fi v 

- le moment du vecteur V par rapport à un autre point P est comme suit ■ 

M(P)=PAaV = (pQ + Qa)aV = M(Ç) + PQaV 

b par rapport a un axe : ^ ... _=r ' „ 

-- p^ + *C*> il . fi ( ^ 




- le moment d'un vecteur V(A) par rapport à un axe A est la projection dl 

- fi I - "* 

moment de V(A) par rapport à un autre point Q appartenant à A : <? />— - 



= u.M(Q) = u (QA a v) , (û : vecteur unitaire qui porte A) 

1. 2. 7. Opérations sur les vecteurs 

Un champ de vecteurs V(M) est l'application qui fait correspondre à 

tout point M de l'espace affine un vecteur V d'un espace vectoriel de même 
dimension. 

a) Gradient d'une fonction : soit une fonction f(x,y,z) réeïle définie, et dértvable 

dans K 3 . La différentielle df s'écrit : df = |t dx + £ dy + M d2 qui peut s . écrjre 

ok dy dz 



« 



aussi: df = gradf.dl 
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dl : vecteur déplacement élémentaire, et gradf est le vecteur gradient de f, dont 
les composantes en coordonnées cartésiennes sont : 

fy& .-m^ïAV] — f m ar - + *- + sf - = - f 

-,-.-•' . ôx ôy 5z 

fer ?=*.*#* -*****!& 

5 J 1* i s - a - a - ^ , 

avec V : operateur nabla = — e* + — e y + — e* 

ôx ôy az 

I. 3. Equations différentielles 

Les lois de physique, et plus particulièrement celles de la 
mécanique, se traduisent mathématiquement par des équations qui relient des 
fonctions, dépendant d'une ou plusieurs variables, et leurs dérivées premières et 
secondes. Ces équations sont appelées équations différentielles. 

I. 3. 1. Equation différentielle linéaire de premier ordre 

A(x)^ + B(x)y = C(x) 

Pour résoudre cette équation, on passe par deux étapes : 

17 résolution de l'équation sans second membre : C(x)= , dont la solution est : 

£. "BU Mi f^=-f^ dx+C te«y t (x)=Kexpf- £&* 
y A(x) J y JA(x) m ' \ JA(x) 

27 résolution de l'équation avec le second membre : C(x)* 

Dans ce cas, la solution générale est la somme d'une solution y t (x) de 
l'équation sans second membre, et une solution particulière qu'on retrouve à 
l'aide de la méthode de la variation de la constante K. / V 

1. 3. 2. Equation différentielle linéaire de second ordre à coeff constants 

Y 



^ 



* 



\W-^V r N d 2 y(x) u dy(x) , x m % 

a :\ ' + b -^-^ + cy(x) = f(x) 



dx' dx 

a) solution de l'équation sans second membre : 

en posant y(x) = e" , on aboutit à l'équation caractéristique ar 2 + br + c = 



ETIWJf 
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On distingue trois cas : Y + ^ ' ' ^ 

* A > : r. = — ; r- = — => la solution est la combinaison linéaire 

2a 2a 

de r, et r- : y, = mP + c.e 12 ' 



*A = 0:r = ^^y 1 =(c 1 x + c 2 )e2J 

*A<0:r 1 = - b ^ = a + ip;r 2 =^ZJ^Â = a _ip * 

2a 2a » J _- 

=> y^e^focospx + c^sinpx) où y, = Ke°* cos(px - <p) 

■ - 

K et cp sont des constantes déterminés par les conditions initiales. / : C**"*^ 

b) solution particulière : AU-)* t^t* » 

- si le second membre est un polynôme, la solution particulière est aussi un 
polynôme de même degré si c * 0. Si c = ; le polynôme de degré supérieur. 

- si le second membre est sous fa forme d'une exponentielle ou produit d'une 
exponentielle par un polynôme, la solution particulière est de même. 

- si le second membre est une fonction sinusoïdale, la solution particulière est 
une solution de type «A cos(cox)+B si n(cox) ». <f v / y = c****** c l c' ?,aï 

Exemples d'application : V ,. . 

V/Résoudre ysinx-ycosx+cos 2 x = 



27 Montrer que div rot V = (avec V vecteur dans un repère cartésien). 

fc* sXl ( ^ ss^ c* t$/rf^ ^U*U- (v+VcJittt. 
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